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ZADANIE 1. Sprawdź, że norma operatorowa w L(X, Y )

||P || = sup{||P (x)|| : ||x|| = 1}

jest norma̧, i że jeśli Y jest zupeÃlna to L(X,Y ) jest zupeÃlna.

ZADANIE 2. Udowodnij, że przestrzeń sprzȩżona do l1 jest izometrycznie izomor-
ficzna z l∞ (z norma̧ supremum).

ZADANIE 3. Udowodnij, że przestrzeń sprzȩżona do l2 jest izometrycznie izomor-
ficzna z l2.

ZADANIE 3a. Udowodnij, że przestrzeń sprzȩżona do L2([0, 1]) jest izometrycznie
izomorficzna z L2([0, 1]).

ZADANIE 4. W przestrzeni C1([0, 1]) (funkcje maja̧ce cia̧gÃla̧ pochodna̧) rozważmy
dwie normy: zwykÃla̧ normȩ supremum i normȩ ||f || = |f(0)| + supx{f ′(x)}. Czy
w której́s z nich operator różniczkowania określony na C1([0, 1]) (o wartościach
oczywíscie w C([0, 1]) z norma̧ supremum) jest cia̧gÃly?

ZADANIE 5. Rozważamy operator caÃlkowy f → P (f) z przestrzeni C([a, b]) w ta̧
sama̧ przestrzeń zadany wzorem

P (f)(x) =
∫ x

a

f(t) dt

Oblicz jego normȩ.

ZADANIE 6. Dana jest ustalona funkcja mierzalna i ograniczona g(x, y) określona
na [0, 1]2. Rozważamy operator “ja̧drowy” f → P (f) z przestrzeni L1([0, 1]) w ta̧
sama̧ przestrzeń zadany wzorem

P (f)(x) =
∫ 1

0

g(x, y)f(y) dy

Oblicz jego normȩ.

ROZWIA̧ZANIE: Wyjdzie nastȩpuja̧ca norma:

‖P‖ = esup
y∈[0,1]

∫
|g(x, y)| dx.



Dowód nierówności w jedna̧ stronȩ jest Ãlatwy. Niech M = esup
y∈[0,1]

∫ |g(x, y)| dx.

Wtedy

‖P (f)‖1 =
∫ ∣∣∣

∫
g(x, y)f(y) dy

∣∣∣ dx ≤
∫ ∫

|g(x, y)||f(y)| dy dx =
∫ ∫

|g(x, y)||f(y)| dx dy =
∫
|f(y)|

(∫
|g(x, y)| dx

)
dy ≤ M

∫
|f(y)| dy = M‖f‖1.

W druga̧ stronȩ. Ustalmy dowolny ε > 0. Funkcjȩ g można przybliżyć funkcja̧
prosta̧ na bazie prostoka̧tów mierzalnych (tych o mierze zero nie piszemy), jednos-
tajnie z dokÃladnościa̧ do ε:

gε =
∑
m,n

am,n1Am×Bn .

Dla każdego y mamy (z dokÃladnościa̧ do ε), oznaczja̧c przez µ miarȩ Lebesgue’a:
∫
|g(x, y)| dx ≈

∫
|gε(x, y)| dx =

∑
m

|am,ny
|µ(Am),

gdzie ny jest takie, że y ∈ Bny . Ponieważ M to supremum ISTOTNE takich caÃlek,
to lewa strona jest wiȩksza od M − ε na zbiorze miary dodatniej i wtedy dla y z
tego zbioru prawa strona przekracza M − 2ε. Parametry ny na tym zbiorze miary
dodatniej przyjmuja̧ przeliczalnie wiele wartrości, wiȩc któraś z nich, powiedzmy
n0 pojawia siȩ też dla y o dodatniej mierze. Niech f(y) = 1

µ(Bn0 )1Bn0
(y). Wtedy

oczywíscie ‖f‖1 = 1 oraz

‖P (f)‖1 =
∫ ∣∣∣

∫
g(x, y)f(y) dy

∣∣∣ dx = 1
µ(Bn0 )

∫ ∣∣∣
∫

Bn0

g(x, y) dy
∣∣∣ dx ≈

1
µ(Bn0 )

∫ ∣∣∣
∫

Bn0

gε(x, y) dy
∣∣∣ dx.

(równość z dokÃladnościa̧ do ε wynika z tego, że g różni siȩ od gε o nie wiȩcej niż ε,
caÃlkowanie po dy jest po zbiorze miary µ(Bn0), wiȩc różnica caÃlek jest co najwyżej
εµ(Bn0), potem jest caÃlkowanie po x, a potem to siȩ dzieli przez µ(Bn0)). W
ostatnim wyrażeniu wewnȩtrzna caÃlka, dla ustalonego x wynosi

amx,n0µ(Bn0),

gdzie mx jest takie, że x ∈ Amx . Zatem obliczaja̧c caÃlkȩ zewnȩtrzna̧ mamy skrócenie
µ(Bn0) i dalej

1
µ(Bn0 )

∫ ∣∣∣
∫

Bn0

gε(x, y) dy
∣∣∣ dx =

∑
m

|am,n0 |µ(Am) ≥ M − 2ε.

Sta̧d ‖P‖ ≥ M − 2ε, a z dowolności ε, ‖P‖ ≥ M , Koniec.



ZADANIE 7. Dany jest operator liniowy P ∈ L(X,Y ) o normie r. Operator
sprzȩżony P ∗ ∈ L(Y ∗, X∗) określamy wzorem

〈x|P ∗(y∗)〉 = 〈P (x)|y∗〉.

sprawdź, że jest to poprawnie określony operator liniowy i oblicz jego normȩ.

ZADANIE 8. Sprawdź, że przyporza̧dkowanie x 7→ x∗, gdzie x∗ zadany jest wzorem

〈y∗|x∗〉 := 〈x|y∗〉

określa izometryczny izomorfizm z X w (X∗)∗. Czy zawsze jest on surjekcja̧?
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